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Câu 1. (3 điểm) Xét bài toán biên hỗn hợp cho phương trình truyền sóng

utt(x, t) = uxx(x, t), x + t > 0, t > 0,

với điều kiện biên u(−t, t) = 2t, t ≥ 0, và các điều kiện ban đầu

u(x, 0) = x, ut(x, 0) = 1, x ≥ 0.

(a) Giải bài toán trên.
(b) Vẽ đồ thị nghiệm u(x, t) tại các thời điểm t = 1/2, 1, 2. Hỏi u(x, 1) có khả vi theo x không?

Câu 2. (4 điểm) Một thanh kim loại chiều dài 1 có nhiệt độ trên thanh tuân theo phương
trình truyền nhiệt với hệ số khuếch tán 1. Nếu đặt hệ trục tọa độ lên thanh sao cho một đầu
tại gốc và đầu kia tại 1 thì đầu tại gốc có nhiệt độ 0, đầu tại x = 1 không tản nhiệt và nhiệt
độ ban đầu của thanh x.
(a) Thiết lập bài toán biên hỗn hợp cho hàm nhiệt độ u(x, t).
(b) Giải bài toán trên. Tính u(1, t). Từ đó chứng minh 0 < u(x, t) < 1 khi 0 < x < 1, y > 0.

(Gợi ý: dùng nguyên lý cực đại và
∞
∑

n=0

1
(2n + 1)2 =

π2

8
.)

Câu 3. (5 điểm) Xét bài toán biên cho phương trình Laplace trong nửa dải

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0, Q = {(x, y)| 0 < x < 1, y > 0},

với điều kiện biên ux(0, y) = ux(1, y) = 0 khi y ≥ 0, và u(x, 0) = x khi 0 ≤ x ≤ 1.
(a) Với M > 0 xét tích phân năng lượng

I(M) =
∫∫
QM

(v2
x(x, y) + v2

y(x, y))dxdy, QM = {(x, y)| 0 < x < 1, 0 < y < M}.

Chứng minh rằng, nếu v(x, y) là hiệu của hai nghiệm của bài toán trên thì

I(M) =

1∫
0

v(x, M)vy(x, M)dx.

(b) Giả sử ta chỉ tìm nghiệm thỏa mãn sup
x∈[0,1],y>0

|u(x, y)| < ∞, lim
y→∞

sup
x∈[0,1]

uy(x, y) = 0. Hãy

chứng minh bài toán trên có duy nhất nghiệm.
(c) Giải bài toán trên. Hỏi u(x, y) + u(1 − x, y) thỏa mãn bài toán nào? Từ đó hãy tính
u(1/2, y) khi y > 0.

Chú ý: Sinh viên được dùng tài liệu của mình, không được dùng tài liệu của sinh viên khác.
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Lời giải 1. [3 điểm]

(a) Đường đặc trưng x = t chia miền xác định x + t > 0, t > 0 thành hai miền:

D1 = {(x, t)| |0 < t ≤ x} và D2 = {(x, t)| − t < x < t}.

0,5

TH1: (x0, t0) ∈ D1, ta sử dụng công thức D’Alembert:

u(x0, t0) =
u(x0 + t0, 0) + u(x0 − t0, 0)

2
+

1
2

x0+t0∫
x0−t0

ut(y, 0)dy = x0 + t0.

0.5

TH2: (x0, t0) ∈ D2 ta dựng hình bình hành có các cạnh là các đường đặc trưng, một cạnh
nằm trên đường x = t, nhận (x0, t0) là một đỉnh của nó. Khi đó bốn đỉnh có tọa độ

(x0, t0), (
x0 − t0

2
,

t0 − x0

2
), (0, 0), (

x0 + t0

2
,

x0 + t0

2
)

0.5

Khi đó, áp dụng công thức hình bình hành

u(x0, t0) = 2t0.

0.5

(b) Với t = 1/2, 1, 2, vẽ đồ
thị

u(x, t) =

{
2t khi − t < x < t,
x + t khi x ≥ t.

.

0.5

Hàm u(x, 1) không có đạo hàm theo x tại x = 1. 0.5
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Lời giải 2. [4 điểm]

(a) Thiết lập bài toán

ut(x, t) = uxx(x, t), 0 < x < 1, t > 0, (hệ số khuếch tán 1)

u(0, t) = ux(1, t) = 0, t ≥ 0, (tại x = 0 có nhiệt độ 0, không tản nhiệt tại x = 1)

u(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ 1(nhiệt độ ban đầu).

1

(b) Công thức chuỗi nghiệm

u(x, t) =
∞

∑
n=0

an sin((n + 1/2)πx)e−(n+1/2)2π2t

1

với các hệ số

an = 2
∫ 1

0
x sin((n + 1/2)πx)dx =

8(−1)n

π2(2n + 1)2 .

0.5

Khi đó

u(1, t) =
∞

∑
n=0

8e−(n+1/2)2π2t

π2(2n + 1)2 .

0.5

Có
u(0, t) = 0, 0 ≤ u(x, 0) = x ≤ 1 khi 0 ≤ x ≤ 1,

và

0 < u(1, t) <
∞

∑
n=0

8
π2(2n + 1)2 = 1 khi t ≥ 0

nên theo nguyên lý cực đại
0 ≤ u(x, t) ≤ 1.

0.5

Do u(x, t) không là hằng nên ta có đpcm. 0.5

Lời giải 3. [5 điểm]

(a) Do v là hai nghiệm của bài toán nên nó thỏa mãn

vxx + vyy = 0, vx(0, y) = vx(1, y) = v(x, 0) = 0.

0.5

Do đó, bằng tích phân từng phần ta có

∫∫
QM

v2
x(x, y)dxdy = −

M∫
0

1∫
0

v(x, y)vxx(x, y)dxdy,

∫∫
QM

v2
y(x, y)dxdy =

1∫
0

v(x, M)vy(x, M)−
M∫

0

v(x, y)vyy(x, y)dx

 dy.

Khi đó I(M) =
1∫

0
v(x, M)vy(x, M)dx.

1.0
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(b) Do
sup

x∈[0,1],y>0
|v(x, y)| < ∞, lim

y→∞
sup

x∈[0,1]
vy(x, y) = 0

nên
∫∫
Q

(v2
x(x, y) + v2

y(x, y))dxdy = 0. Do đó v(x, y) = const trên Q. Mà v(x, 0) = 0 nên ta

có đpcm.

0.5

(c) Công thức chuỗi nghiệm

u(x, y) = a0 +
∞

∑
n=1

ane−nπy cos(nπx)

1

trong đó các hệ số

a0 =
∫ 1

0
xdx = 1/2, an = 2

∫ 1

0
x cos(nπx)dx =

2(−1 + (−1)n)

n2π2 .

1

Có u(x, y) + u(1− x, y) thỏa mãn phương trình Laplace và các điều kiện biên

ux(0, y)− ux(1− 0, y) = ux(1, y)− ux(1− 1, y) = 0, u(x, 0) + u(1− x, 0) = 1.

0.5

Do đó u(x, y) + u(1− x, y) = 1 hay u(1/2, y) = 1/2. 0.5

Hà nội, ngày 22 tháng 05 năm 2015
NGƯỜI LÀM ĐÁP ÁN

(ký và ghi rõ họ tên)

TS. Đặng Anh Tuấn
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